CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

IX. OSZTALY

1. Az ABCD paralelogramma BD 4tl6jan felvessziik az M pontot gy, hogy BD=3-BM . Legyen
P az a pont, amelyre 2- AP=3-AM . Igazold, hogy:

W) AM = (24B+AD):

b)Eﬁ=%X5

¢) B, P és C kollinedris pontok!

2. Tekintsiink egy olyan f:N — N fiiggvényt, amely a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:
(i) f(m+2n)=f(m)+2f(n), barmely paratlan m és n szdm esetén;
(ii) f(m-n)= f(m)- f(n) barmely azonos paritdsi m és n szdm esetén.
a) Szamitsd ki: f(1), f(3) sif(5);
b) Igazold a teljes indukcié médszerével, hogy f(2n+1)=2n+1,(V)ne N esetén!
Gazeta Matematica 7-8-9/2010, modositott vdltozat

3. Az A= {a,b,c} c N" halmazt ,.aritmetikus”-nak nevezziik, ha az egyik eleme a masik kettonek a

szdmtani kdzepe.
3+17

(Péld4ul a {3,10,17} halmaz ,,aritmetikus”, mert: 10 = ).

Tekintsiik az M ={1,2,3,...,11} halmazt.
i) Igazold, hogy az A= {a,b,c} c N' halmaz akkor és csak akkor ,,aritmetikus”, ha

A={a,a+r,a+2r} alaki, ahol a,re N".

ii) Hatarozd meg az M halmaz ,,aritmetikus” részhalmazainak szamat!

4. Egy téglalap alaki csokolddé vizszintes és fiiggdleges vonalakkal kisebb téglalapokra van osztva
(amelyeket ,kockacskak-nak fogunk nevezni).

a) Catilin egy késsel elvagja a csokoladét ugy, hogy a vagas atmenjen a téglalap kézéppontjan.
Igazold, hogy két egyenld teriiletli darabot fog kapni, fiiggetleniil a vagas helyzetétol!

b) Feltételezziik, hogy a csokoladébdl hidnyzik egy tetszdleges helyzetl ,.kockdcska”. Hogyan
jarjon el Catilin ebben az esetben, ha egyetlen vagassal két egyenld teriileti darabra akarja osztani a
csokoladét?

Megjegyzés: Munkaido 3 ora; Minden feladat kitelezo; Minden feladatot 0-t6l 7-ig pontoznak.
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Profil real, specializarea stiintele naturii

X. OSZTALY

1. Az A és B helységek kozott 54 km a tdvolsdg. Catalin elindul az A helységbdl a B helység
irdnyaba, és megtesz egy 24 km-es utszakaszt egyenletes sebességgel. Aztan pihen egy oOrdt, végiil
az indulds utdn 14 6rdval érkezik a B helységbe tgy, hogy a masodik tdtszakaszon kétszer akkora
sebességgel megy, mint az els6n. Hatdrozd meg Catalin sebességét az els6 ttszakaszon!

2. Adottak az x,y,z€ (1,+oo) és a >0 val6s szdmok. Igazold, hogy:

2 2
a))C+y > ,_xy;
Xty

b) a+lzz,(v)ae(0,oo);
a

2 2 2 2 2 2

+ + +

b) logxy < +log‘,z * g7x 4
Toy+z ToZ+x T ox+ty

3. Adottak az a,b,ce (0,00) valds szdmok.

+ bt 1 , akkor a’b* —a’b—ab*+a+b-1=0;
14a 1+b 1+4ab 2
b) Bontsd tényezdkre az E(a,b) = a’b* —a’b—ab’ + a+b—1kifejezést!
1 1 1
+ - =—egyenletet!
1+2° 1+3° 146 2
Gazeta Matematica 10/2010, médositott vdltozat

a) Igazold, hogy ha

¢) Oldd meg a valds szdmok halmazan az

4.
a) Adottak a z, =a+ib és z, =b+ia, 1 modulusi komplex szamok. Igazold, hogy z, = L
4
b) Catalinnak meg kell szoroznia 2011 darab 1 modulusti komplex szdmot. Tévedésbdl a szorzat
minden tényezdjében felcseréli a valds részt a képzetes rész egyiitthatdjaval, és igy végso

eredményként az %— i73 szamot kapja. Mi lett volna a 2011 darab komplex szam szorzatdnak

helyes eredménye?

Megjegyzés: Munkaidé 3 ora; Minden feladat kitelezo; Minden feladatot 0-t6l 7-ig pontoznak.
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XI. OSZTALY

a 0 b
1. Adottak az A=| 0 ¢ 0 |e M,(N)matrixok. Hany ilyen alakd métrix van, amelyben a f84tl6
d 0 e

elemeinek 0sszege és a mellékatld elemeinek Osszege is 77?

2—|x-2]
2+ |x - 2|
a) Hatdrozd meg az f fiiggvény maximadlis értelmezési tartoményat!
b) Tanulmanyozd az f fiiggvény folytonossdgat ezen a halmazon!

2. Adottaz f:ECR—>R, f(x)= fiiggvény.

2
¢) Szamitsd ki: lim ( f (x))i3
2
d) Tanulmédnyozd a lim( f (x)) hatdrérték létezését!

x—2

3. Catalin és Simona kédolt lizeneteket kiildenek egymasnak, a kovetkezd médon:
— az abécé ékezetek €s megkiilonboztetd jelek nélkiili betliihez hozzarendelnek egy-egy egymads
utani szadmot, minden szamot kétszer irnak, valtakozva + és — jellel, az alabbi mddon:

A. B C D E F G H ... W X Y Z
N 2 2 S S A R
1 1 2 2 3 3 4 4 12 -12 13 -13

— az lizenetet atirjdk egy szdmsorrd (amelyben minden zérds szokozt jelol), és a szamsort egy
TeM, (Z), négyzetes matrixba rendezik, soronként, az elso sorral kezdve a kiildést;

I -1 1
—a C=|-1 1 0] matrixot haszndljdk dekddolé ,kulcs”’-ként, igy kapjdk a 7' = C - X matrixot.
1 0 1

Egy nap Simona a KIIAC GOM iizenetet kiildte Catalinnak. Dekddold ezt az iizenetet az X
matrixban olvashaté szovegként!

4. Adottak az f, :R—>R, f, (x)= i-x+m fiiggvények, ahol m pozitiv raciondlis paraméter €s
m

legyen G,, az f,, fliggvény grafikus képe.
a) Ha p,qe O kiilonbozé szdmok, hatdrozd meg a G, és G, grafikus képek metszéspontjat!

b) Igazold, hogy ha a, b, c egymas utani természetes szamok, akkor a G,, G, és G, grafikus képek
metszéspontjai altal meghatarozott hairomszog teriilete 1!

Megjegyzés: Munkaido 3 ora; Minden feladat kitelezo; Minden feladatot 0-t6l 7-ig pontoznak.
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XIL. OSZTALY

1. Catalin véletlenszertien kivélasztja a Z  gylirl egy elemét. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy

a kivalasztott elem invertalhatd, az alabbi esetekben:
a) n=12;
b) n=2011 (2011 primsz4dm).

2. Egy helység lakossdga P:P(t), ahol P(t) a lakosok szdmadt jelenti a ¢, években kifejezett
id6épontban. A lakossag novekedési ratija a P'(t)zt-e’ képlettel jellemezhetd, ahol e=2,7a

természetes logaritmus alapja, P'(r) pedig a P fiiggvény derivaltja. Ha kezdetben (a f,=0
id6épontban) a lakosok szdma 2011 volt, hany lakos lesz abban a helységben 5 év eltelte utan?
[ =1485]

3. Legyen G:{(“ ZJEMz(Z)I|ad|+|bc|=1,|ab|+|cd|=0}.
C

_ 0 1), 0 1), 2 43 44 i A2
i)Ha A= { o és B= 1 o ,igazold, hogy A,A",A",A",AB és A°B eleme G-nek!

ii) Hatdrozd meg a G halmaz kardinalisét!
b) Igazold, hogy a G halmaz a métrixok szorzdsdval csoportot alkot!.

4. Catalinnak 100 darab gémb alakd Sy, S, ..., Sioo tartdlya és 10 liter bora van. Tudva, hogy az S,

tartdly sugara r, = % deciméter, minden n=1,100 esetén, dontsd el, hogy elegendd-e a 10 liter
n

bor mind a 100 tartdly teletoltéséhez!

3

Megjegyzés: Ismertnek tekintjiik, hogy az r > 0 sugard gomb térfogata V = anr

Megjegyzés: Munkaidd 3 dra; Minden feladat kotelezd; Minden feladatot 0-t6l 7-ig pontoznak.
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